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Построение зкспоненциальной оценки как решение 
нелинейной системь с запаздьванием на основе 
неравенства Хейла - Лунела 


У даній роботі запропоновано метод побудови оцінок експоненціального типу для розв'язків нелі- 
нійних систем із запізненням. Побудова оцінок таких систем є актуальною, оскільки значна увага в 
галузі системних медичних досліджень звернена на вивчення задач, що описуються нелінійними 
системами. 
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І Фіз рарег ргоробеай сопзїгисіпе, езійтаге5 птефодй Гог ехропепіїа! гуре 50/иййопзя попіїпеаг 5у5ієтя м'їїр 
йте деіау. Машайоп5 соп5ігисіїоп ої (Різ зузкет 15 асіша! Бесап5е айепіїоп іп БгапсП ої зу5іет теаїса! 
ге5еагсі 15 демоїей (о 5їидау ргобіетя, Шаг дебсгібе Бу попіїпеаг 5у5іете5. 

Кеу ууога: попіїпеаг 5узієт, (те 4еіау. 


В данной работе предложен метод построения оценок зкспоненциального типа для решений нели- 
нейньх систем с запаздьваниєем. Построениєе оценок таких систем являєтся актуальньтюм, поскольку 
значительноєе вниманиє в отрасли системньїт медицинских исследований обращено на изучениє 
задач, которьвюе описьваются нелинейньми системами. 

Ключевьге слова: нелинейная система, запаздьтвваниє. 


У багатьох математичних моделях припускається, що на поведінку досліджуваної 
системи не впливає жодна затримка в часі, тобто майбутній стан системи не залежить 
від попереднього стану і визначається тільки теперішнім. У таких випадках динамічна 
система моделюється звичайними диференціальними рівняннями. Але при ретельному 
вивченні виявляється, що це лише поверхневий опис системи 1 реальна модель повинна 
включати попередні стани. Крім цього, деякі задачі повністю втрачають свою суть 
без розгляду «попередньої історії», зокрема в галузі системних медичних досліджень. 
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Отже є необхідність як у кількісних, так і якісних дослідженнях систем із запі- 
зненням. У роботі |1| отримано експоненціальну оцінку розв'язку лінійної стаціонаррної 
системи із запізненням за допомогою функціонала Ляпунова -- Красовського, для якого 
побудовано різницеву нерівність. Така оцінка залежить від величини запізнення. 

З іншої сторони, вкрай важливим є дослідження компартментних моделей із за- 
пізненням, які мають реальні застосування у природничих науках. У роботі |2| запро- 
поновано метод побудови експоненціальних оцінок розв'язку саме компартментних 
моделей, використовуючи формулу Коші. Показник експоненти є коренем квазіполі- 
нома. Крім цього, для компартментних систем перспективним є підхід на основі нерів- 
ності Хейла - Лунелла |3|, що дозволяє побудову цілого класу експоненціальних оцінок. 

Тому мета даної роботи -- розвиток результатів |4| щодо застосування одного 
класу нелінійних систем. 

Нерівність Хейла - Лунелла. Нехай ц(/) 1 сі) - дійснозначні неперервні 
функції на Іл, Ь| , Р)20 - інтегрована на Їа, | функція, такі, що 


ці) «аз Ї В(зуизуаз, | аєстяь, 


ї Грав 
Тоді нп)«ай)я Гасз)в(зуе! акіаь, 


нрав 

Якщо сг) - неспадна функція, тоді и(/) 4 с(1)е? закіар, 
Розглянемо невід'ємну систему: 

ах 

зу Ах) (ХИТ т) 

аї , 

х(0) - д(0) 
де х(1)є К", 7, є К"" - невід'ємна матриця, Ф2(0)20,1є |- г.0) - покомпонентно 


(1) 


невід'ємна функція. Тут припускаємо, що існує стала у » 0, така, що / (ху «ух. 


Розглянемо функціонал: 
Ух) є р'х (д)- |р'Д. 0340 , (2) 


де р»» 0- покомпонентно додатній вектор із В". 
Тоді, отримаємо: 
4У(х) ух) 


ех ев р'ДО)) - р/к -т)) з 


- р'(АХ( я ДОХІ т ))) яю р", СХИ)) - р -т))з , 0) 
- р'Ах(г) я р'/,(хИ)) є є р'Ах(г) я р'х(т) є р'(А -- дух) 

де Г - одинична матриця. 

Припустимо, що існує вектор г» » 0, такий, що: 


Р(А" --Мучгаб. (9) 
Тоді, продовжуючи вираз (3), маємо 
«РО ««-р'хИ). (5) 
аї 
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Надалі зробимо припущення, що / ». » р. Враховуючи невід'ємність Хх/(г) , маємо: 
4У(х,) 
аї 


-р'хаузор' Їх (Р40. 


««-р'х(П)з-р'ха) чу" їх (0340 - ур" їх (0340 « 
(6) 


Помноживши останній вираз на е", отримаємо 

«роде! «є зр'є Їх (98. (т 
Проінтегрувавши (7) на відрізку Їо; 4, отримаємо: 

Усе «хз | р'є (о (зазав. (8) 
Змінивши порядок знє рування в еріднова (8), ррдомо мати: 


Пра Прр'є'х, (5)даза0 - і рр'е'х(з уахав з ій і р'е"х(5 раз а 


-т 5 


а у ї р'е"'х(з раз ав чн Ї і р'е"х(5 4540 « (9) 


-то 5 
«ре - | Гхбя, заз, ре - Це"х(я зав, 
Об'єднавши нерівності (8) 1 (9), отримаємо: 
(хе ««К(х)чур' (е" -1Ї | хв мав, кр (е" Цех (я заз, . (20) 


Виходячи із виду функціонала (2) та припущення про невід'ємність системи (1), 


маємо 
У(х)2 р'х(г). (1) 
Із нерівності (10) випливає, що: 
р'х(е'« «И(х,)ч р'Їє -Ц ха мав, - р'Їє - Пежо, заз, (12) 
пе 0 


Використавши для (12) нерівність Хейла - Лунелла, де: 
ит) а р'х(е! 


аауак ді 
В) - Де - 
а-0 
отримаємо: 
І 
Ї с м є з 
р'(де' « Ке? - Ке ,120, 
тобто 


б (Ге фреу 
р (х)сКе , 20. 
У даній роботі представлено застосування ще одного класу нелінійних систем 
із запізненням, а також побудовано експоненціальну оцінку їх розв'язку на основі 
нерівності Хейла - Лунелла. 
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